L’expérience de Cavendish

par Gilbert Gastebois

En 1798, H. Cavendish fit une expérience visant a "peser" la Terre. En pratique il
détermina la constante de gravitation G.
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Vue de dessus

0 Angle de torsion du pendule ( trés faible) donc sin@ =0 et cosd =1
R Rayon des masses m

L Distance entre l'axe et le centre de gravité des masses m.

d Distance initiale entre les centres de gravité¢ de m et M

r Distance entre les centres de gravité de m et M.

e=d-r=1L60

r; Distance entre les centres de gravité de m et de 'autre masse M.  r?=4L>+(d +e)?
J Moment d'inertie du pendule par rapport a son axe.  J =2mL?

F Force de gravitation entre met M.  F =G mM/r?

F, Force de gravitation entre m et l'autre masse M. F; =G mM/r1?

f Force de frottement fluide de l'air sur la masse m. f=6mmRL do/dt

M. Couple de torsion du fil. Mc=-C6O  ( C constante de torsion du fil )


https://ggastebois.fr/java/cavendish/cavendish.htm
https://ggastebois.fr/java/theorie.htm

2. Etude du mouvement du pendule de torsion

2.1 Equation différentielle du mouvement.

0 est tres faible donc sinO =0 et cosO =1

Equation de Newton : J 0" = 2 M

J 0" =Mc+2M;+ 2M; + 2M;,

Mc=-C6 Moment de rappel du fil de torsion de constante de torsion C
M¢=-fL=-6mR v L=-6mmRL?6 n est le coefficient de viscosité de 1'air
(0" esttres faible donc le frottement de I'air est laminaire : Loi se Stokes)

M; = GMm/r* L= GMmL/(d - ¢)* = GMmL/(d - L)

Mg = - GMm/r;* L sina

% est trés supérieur ari> (~ 50 fois plus ) et sina est petit ~ 1/7 donc Mg << Mg

Mg, est une contribution marginale, on n'a donc pas besoin de le calculer avec une grande
précision. On peut le calculer pour 6 =0 :

r?=4L*>+d*> et sino=d/r

Mg, = - GMmLdA/(4L2 + d?)**

M; = GMmL/(d - L6)* = GMmL/(d*(1 - L6/d)*)

J0"=-C0-12nmRL? 0" +2 GMmL/(d*(1 - L6/d)*) — 2GMmLd/(4L? + d?)**

Cette ¢quation n'a pas de solution analytique. On peut cependant la résoudre en remplacant

1/(1 - LO/d)* par son développement de Taylor. Comme L0/d n'est pas trés petit, on
développe jusqu'au second degré ou (LO/d)* < 0,01

(1+e)?=1-2e+3&+...... donc 1/(1 —LO/d)*=1+2 LO/d + 3 L?0%d>

JO" =-C6 - 12qRL* 0' + 2GMmL/d> + 4GMmL*d* 0 + 6GMmL’/d* 6> - 2GMmLd/(4L*+d?)**
0" + 12qRL*>J 0' + (C/J — 4GMmL*(Jd%)) 6 = 2GMmL(1/(Jd?) - d/(J(4L> + d*)*?)) +
6GMmL*/(Jd*) 6>=0

On pose : @’ = C/J —4GMmL?*/(Jd%) v =12aqRL*/J

A =2GMmL(1/(Jd?) - d/(J(4L? + d*)*?)) B =6 GMmL?/(Jd*

0"+ v0'+ 0’0 =A+B 6

Cette équation n'a toujours pas de solution! Cependant on peut la résoudre par la méthode des
perturbations car 0 est petit. On pose 6 =0, + ¢

0. est 'angle de rotation a I'équilibre ou 6" =0 et 6'=0 donc

0y’ 0. =A+B 02

On reporte 0 = 0. + ¢ dans 1'équation différentielle :

g"+ye + 0. + 0 e=A+B02+2B0.& + 1“3“‘938‘2 ( 0.%€* négligeable devant 0. ¢ )

g"+ye'+we=0 avec ©'=wm’-2B0.
2 4
, 0, —YJo,—4AB
Commeona ®,’0. =A+B 02 Equation de solution: 0, = — L

¢ 2B
Onobtient: ®’= Yo, —4AB




2.2 Solution de I’équation différentielle.
On cherche une solution du type : € =k e*
(> +ya+w’)ke*=0 donc
o+ya+w=0 cequidonne:
a=-7/2+-j@ -y =y2+/-jo car V<< 0 (0> >10°7?)
La solution est donc
e=kexp(-y/2t+/-jot) On prend la partie réelle
e =¢"*'(acos(ot) + b sin(w t))
Conditions initiales : At=0, 6=0 et d0/dt=0 — £=-0. et de/dt =0
At=0,e=a donc a=-0e
At=0, de/dt=0=-avy2+bo donc b=a7y/(2w) =- 0ey/(2m)
g=-0e "' (cos(wt) +v/(2m) sin(w t))  donc
0 = Oe - Oc €7** (cos(mt) + 7/(2m) sin(wt))

On a donc une oscillation tres faiblement amortie de pulsation ® autour de 0 = 0e
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3. Détermination de la constante de gravitation G
3.1 Mesure de la période T
w2 = C/J —4GMmLY(Jd®) A =2GMmL(1/(Jd?) - d/(J(4L> + d&)*?)) B =6 GMmL¥/(Jd*)
®' = o' — 4AB = (C/J — AGMmLY(Jd*))*— 48 GM>m2LY(1/(J2d°) - 1/(Pd(4L>+d?)*2))
o' = C?/P—8CGMmLY/(Pd*)+16GM2m2L*/(J*d®)-48 G M2 m2L*/(12d)+48G>M2mLY/(J2d*(4L>+d?)*?)
( 32L%/J7 - 48L*d%/(JA(4L*+d?)**)(GMm/d*)* + 8 CLYJ> GMm/d® - C*/J* + w* =0 ou
(32L° - 48L4d¥/(4L>+d?)*?)(GMm/d®)’ + 8 CL? GMm/d® — (C* - P »*) =0
Equation du second degré dont la solution est :
GMm _ —4CL*+y16C°L* + (32L* — 48L*d*/(4L*+d>)*?)(C* - e’
e 32L% — 48L°d%/(4L*+d*)"?

o=21/T

o[ —C+VC?+ (2 - 3d%/(aL2+d?)?)(C? — 16 I/ T)
4MmL*(2 — 3d*/(4L*+d*)*"?)

G=d



Remarque :

La période du pendule T =2n/® est supérieure a sa période propre qui vaut To=2n \/%

Exemple : Expérience historique de Cavendish

M=160,0kg, m=725g, L=09m, d=02m, J=12kgm*> C=3,.8510"Nm
onobtient: T=1164,3 s (To=1109,35s)

G =6,674.10" m’kg's™

3.2 Mesure de I'angle de rotation a 1'équilibre O.

Cette méthode demande que le pendule soit freiné par frottement fluide autre que 1'air sinon
l'expérience serait interminable. D'autre part, I'angle 6. étant faible ~ 0,6°, il est difficile de le
mesurer précisément car pour un angle aussi faible, les vibrations parasites venant du sol ne
sont plus négligeables. C'est donc une expérience assez délicate a réaliser.

Cependant Cavendish réussit a obtenir une valeur supérieure de seulement 1 % a la valeur
admise aujourd'hui (6,674.10"" m’kg's™).
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oo’ = C/T—4GMmLY(Jd*)  A=2GMmL(1/(Jd) - d/(J(4L>+d?*?)) B =6 GMmL?*/(Jd*
>0 =A+B0O2 (Cf2.1)
CO./J - AGMmL?0./(Jd*) = 2GMmL(1/(Jd?) - d/(J(4L>+d?)*?)) + 6 GMmL*/(Jd*) 6.2
2GMmL(1/d? - d/(4L2+d?)*? + 216, /d* + 3L 0./d*) = CO.
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Exemple : Expérience historique de Cavendish

M=160,0kg, m=725g, L=09m, d=02m, C=3,8510"Nm
on obtient : 0.=9,899 10°rd ( =~ 34")

G =6,674.10" m’kg's™?



