Le culbuto

par Gilbert Gastebois

1. Description
Le culbuto est un jouet qui se reléve quelque soit sa position de départ.

11 est constitué d'une partie sphérique qui contient un contrepoids et qui oscille sans glisser.
p pherique q p q g

2. Schéma

M Masse du culbuto

m Masse du contrepoids
Jc Moment d'inertie/C
Jc Moment d'inertie/G
R Rayon de la sphere
C Centre de la sphere

G Centre de gravité

a =CG

6 Angle d'inclinaison avec
la verticale

Ry Réaction normale du
support

f Force de frottement

O Position d'équilibre du
culbuto

y' = dy/dt
y" = d?y/dt?

3. Etude
3.1 Approche newtonienne.

Loi de Newton en rotation appliquée au centre C : Jc 0" =X Mg

Le repere 1i¢ a C n'est pas galiléen car C est accéléré. Cette accélération produit une pseudo-
force f.=-M ac agissant sur G

Jc 0" = Mng+ My + Mg+ Mre Min=0 et Mg =-k 0 est un frottement visqueux

Dans le repere fixe xOy :

xc = RO car la sphere roule sans glisser donc
Vex=%"=RO'" et acx=V' =RO"

yc= R donc ac, =0 fo=fx=-Mac= - M RO"


https://ggastebois.fr/java/culbuto/culbuto.htm
https://ggastebois.fr/java/theorie.htm

La deuxiéme loi de Newton donne : M ag =M g+ f+ Ry

donc sur Ox : M agy =fy=f

Xg=Xc-asin®=RO-asin® donc Vg =%xs' =RO'-acos B0 et
acx= Vax = R0"-acos00"+asin0 67

donc f=fi,=Mag, =M (R0"-acos00"+asin6 0?)
Jc0"=-MgasinO - fR - k0'- fyacosO

Jc0"=-Mgasind -M(R?0"-aRcos00"+aRsin60?%)-k0'+ MR6"acos0
0"=-(aR 02+ g/R)sin 0+ k/M0")/(J/M+R?-2aR cos 0)

En posant h =k/(M R?), on obtient :

0"=-(a/R(@0*+¢g/R)sin® +h0")JI/(MR?*)+1-2a/R cos 0)
Cette équation doit étre résolue numériquement.

3.2 Approche lagrangienne.

Lagrangien L du Systéme :

L=Ec-Ep=%J0%"+%MVs-Mg(R-acos0) Jo=Jc- Ma?
Xg=Xc-asin0

Xc = RO car la sphere roule sans glisser

donc Ve =xg'=RO'-acos 6 0

Vyo=yc-acosO = R-acos0

donc Vg, =yg'=asin0 0'

V&2 =Vael+ Vg2 =(R*+a*-2aRcos 0) 07
L=""M{Us/M+R*+a*>-2aRcos0)0?-Mg(R-acos0) Js=Jc- Ma*> donc
L="2"M{UJ/M+R?>-2aRcos0)0%-Mg(R-acos0)

Equation de Lagrange : d(dL/d0")/dt - dL/d® =-k ©' ( avec frottement visqueux )
d(dL/d6")/dt=M (J/ M +R?-2aRcos 0) 0"+ 2 M aR sin 6 0%
dL/dd=MaRsin006?-Mgasin0
0"=-(@R(0?+g/R)sin0+k/M0')JI/M+R?*-2aR cos 0)

En posant h =k/(M R?), on obtient :

0" = -(a/R(0*+¢g/R)sin® +h0")(I/(MR?)+1-2a/R cos 0)

Cette équation doit étre résolue numériquement.

3.3 Exemples
Contrepoids hémisphérique (m ~M).
Pour un contrepoids hémisphérique homogene, on a :
Jo=Jo+2mR?»5 = Jy+2MR?*5 et a=3R/8 Jo : Moment d'inertie de la coque/C
0" = -(3/8sin 6 (0" + g/R) + h 0")/(Jo /(MR?) + 7/5 - 3/4 cos 0)
Contrepoids quasi ponctuel (m =~M).
C'est le cas choisi pour l'animation.

Jo=Jptma=J,+Ma? Jo : Moment d'inertie de la coque/C
0" = - (a/Rsin 0 (0'* + g/R) + h 0")/(Jo/(MR?) + 1 + a*/R? - 2 a/R cos 0)



