Pendules de torsion couplés

par Gilbert Gastebois

1. Schémas

8 ——
Ji et J, Moments
d'inertie des deux
0 o pendules.
B /
Cl, Cz et C
; Constantes de
> torsion.
e: Mc =-C, 6,
Mc, =-C,0,

MC = C(ez - 61)

2. Equations du mouvement

2.1 Equations différentielles du mouvement.

Deuxiéme loi de Newton en rotation : J d’0/dt> = 2 Mc

Pendule 1 : J1 (1291/(1152 = Mc1 + MC
Pendule 2 : Jz dzez/dtz = Mcz - Mc
J] dzel/dtz = - C] 61 + C(ez- 91)

Jz dzez/dtz = - Cz 62 + C(91 - 62)
d291/dt2 = - (Cl/Jl + C/Jl) 91 + C/Jl 92
dzez/dtz = - (Cz/J2+ C/Jz) 92 + C/Jz 91

2.2. Solutions stationnaires ( modes ).

Un mode est une solution sinusoidale de pulsation o identique pour les deux pendules.
On cherche une solution du type 8;=a,¢ ' et 0,=a,e'™

~olae = (C/Ii+Cl)ae' +Clliae' ™

~0laye = (Colla+ Cll) are ™ + Cllya e ™

0=(C/Ili+Cli-dae' ™ -Clliaye ™

0=(Co/la+ C/ly- 0} e '™ -Cllaie'™

Ol’lpOSC (C1+C) /J1:A11 —C/J1:A12 (C2+C) /JzZAzz —C/J2:A21
0= (Au-o’)a + Ap a
0= A a + Apn-0°  a

Les valeurs de o qui vérifient ces équations sont celles qui annulent le déterminant de la
matrice A donc

(An - 032)(A22 - 0)2) -AnAL=0

o*- (A +An) 0*-Apn Ay +A;1An=0  Les deux solutions sont :


https://ggastebois.fr/java/pend_torsion_couples/pend_torsion_couples.htm
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0= (A1 +A»)2- (A -An)? /4) + A Ay

(,022: (A]] +A22)/2 + ((A]] - A22)2/4) +A12 Az])l/2

012 = ((C1+ O/ + (C2+ OJ)/2 - (((Ci+ Oy - (C2+ C) )24 + Cy 13132)"?
02 = ((C1+ O, + (Cy + O)I2)/2 + ((Ci + Oy - (Cy + C) )4 + CalJ 1 J2)'
avec ar/a;= Ap/(w* - An) pour chaque mode

2.3. Cas de l'oscillateur symétrique

Oscillateur symétrique : Ji=J,=J et C;=Cy=c o = (c/J)"est la pulsation

propre commune des deux pendules isolés

0*=((c + C)J + (c +CYI)/2 - ((c+ O - (c + C)/I)?* /4 + C* /12
0’=(c+C)J-C/T=c/ll=

a/aa=-C//(c-cJ-ClhH=1 a=a

;=0 eta; =a, Lesdeux pendules oscillent avec la méme amplitude a leur propre
fréquence. Le fil de couplage reste non tordu, il n'a aucun role.

®= ((c + O+ (c +CYD/2+ (((c+ CYI - (c+ C)I)? /4 + C* /12

0= (c+C)YJ+C/T=c/IJ+2C/1T=w+2CN1

al/ aa=-C/J/(cN+2CT-cJ-ClhHy=-1 a=-a

®;= ()’ +2C/J)"* et a;=-2a, Les deux pendules oscillent avec la méme
amplitude, mais en opposition de phase. Le fil de couplage ajoute un moment qui
diminue la période d'oscillation de chaque pendule.

2.4. Solution générale

la solution générale est une combinaison linéaire des deux modes

91 =A1 exp(i (Dlt) + B] exp(i (J)zt) A1 =c; t+ i d1 B1 =¢ t+ i fl

92= Az exp(i 0)1t) + Bz exp(i (th) Az =C, t+ i d2 Bz =¢, t+ 1 fz

Al/Az = A12/((D12- A11) et Bl/Bz = Alz/((l)zz- All) sont réels donc Czdl = C1d2 et ezfl = elfz
On prend ensuite la partie réelle de 0, et 0, compte tenu des conditions initiales sur 0, 6, 0',
et0',. On obtient un systéme de 8 équations a 8 inconnues qu'il ne reste plus qu'a a résoudre...

3. Battements de l'oscillateur symétrique.

0, =A, exp(i it) + B; exp(i o t)

0, = A, exp(i o1t) + B, exp(i m> t)

pour simplifier les calculs, on prend un cas particulier simple de 'oscillateur symétrique :
Conditions initiales : A t=0,0,=0,,6,=0,06"'1=0 et 6',=0.

On trouve alors Aj=A,=B,;=-B, =0,/2

0, = 0./2 (exp(i it) + exp(i ®, t))

01 = 0./2 exp(i (01 + ®2)/2 t) (exp(- 1 (m2 - ©1)/2 t) + exp(i(w, - ®1)/2 t)

01 = 0. cos((m2 - ®1)/2 t) exp (1 (01 + ®2)/2 t)

On prend la partie réelle, on obtient :

01 = O cos((m2 - ®1)/2 t) cos((01+ ®,)/2 t)

0:= 01 /2 (exp(i t) - exp(i w2 t))

0,=0./2 exp(i (o1 + ®2)/2 t) (exp(- 1 (@2 - ®1)/2 t) - exp(i(®, - ®1)/2 t)

0,=-10, sin((; - ©1)/2 t) exp(i (01 + ®2)/2 t) = O, sin((2 - ®1)/2 t) exp(i (01+ ©)/2 t - w/2)
On prend la partie réelle, on obtient :

0;:= 0 sin((®2 - ®1)/2 t) sin((®; + ®,)/2 t)

Ces deux mouvements correspondent a des battements, I'amplitude de chaque oscillateur
passe alternativement par des maxima puis par des minima nuls. Le maximum de I'un
correspond au minimum de 1'autre. Les deux oscillateurs s’échangent leur énergie mécanique
alapériode T,=2n/(m:-®) C'estla période des battements
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Pour l'oscillateur symétrique, on a : ; - ®; = (0> + 2C/J)"2 - w.
Si C/J << w¢* ( faible couplage ), alors o, - ®; = o (1+ C/(Jwe?)) - mo = C/(Jwp)
Ty = 2nJwe/C = 21 (Jc/C?)"?

Remarque : On pourrait penser que T, devrait valoir 27/((®, - ®)/2) = 4n/(®,- ®,), car
c'est la période de cos((m: - ®1)/2 t) et de sin((w, - ®;)/2 t), mais en réalité que le cosinus
(ou le sinus) vaille 1 ou -1, cela correspond dans les deux cas a un maximum d'amplitude
donc la période des battements ( temps qui sépare deux passages par un maximum de
I'amplitude ) ne vaut que la moitié et on a bien :

Tb = 271?/(0)2 - (,01)

Dans le cas général, on a toujours des battements avec la méme période, mais les minima ne
sont pas nuls. Les deux cas limites sont les deux modes ou le mouvement des deux
oscillateurs est parfaitement sinusoidal, les minima et les maxima sont égaux, on n'a plus de
battements du tout.



